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In this paper, we propose a method for estimating the viscosity matrix using the Piece-wise Constant
Strain (PCS) model to calculate the deformation of a sports prosthesis. The investigation of the viscosity of
prosthesis is important to understand how the stiffness of the prosthesis affects foot function and performance
during physical activity. However, there are few studies on the three-dimensional deformation and viscosity
of the prosthesis. We proposed an inverse kinematics calculation method that is consistent with the physical
properties of the prosthesis by considering the minimization of elastic energy. Moreover, we propose a method
for estimating the viscosity matrix by solving a semi-positive definite programming based on measured data.

1. はじめに
競技用義足は障がいのある人たちがパラスポーツで
活躍し，個性や能力を発揮する上で重要な役割を担って
いる．個性を活かすことで健常者よりも高いパフォー
マンスが期待されるようにもなってきている [1]．義足
は一人ひとりの体格や特徴に合わせて作られる必要が
あるが，経験に基づいて試作と試用を繰り返すため設
計は容易でない．また義足の硬さが筋肉や足の機能に
どのように影響するか明らかでない．
これまでに義足アスリートのパフォーマンス向上を
目的とした運動解析が行われており，骨格モデルを使用
するなどして全身の運動計算がされている [2, 3, 4]．ま
た義足の粘弾性の変化が身体機能及びパフォーマンス
に及ぼす影響を明らかにすべく，義足の剛性と粘性に着
目した研究が行われている [2, 3]. これらの研究では剛
体多リンク系としてモデル化した義足を骨格モデルに
組み込んでいるが，義足の変形は矢状面に制限される．
一方で柔軟変形の構造解析には有限要素法（FEM）が
一般に広く用いられており，ソフトロボットの解析や義
足の変形計算などに利用されている [5]．しかし FEM

は複雑な形状を扱うことができるが，メッシュ数が増
えるにつれて計算コストが相対的に高くなる．
一方，ソフトロボティクスの分野では柔軟なロッド形
状の変形を計算するPiece-wise Constant Strain (PCS)

モデル [6]が提案されている．PCSモデルは剛体多リ
ンク系と同様にして運動学・動力学計算を扱うことが
できる．また FEMと比べ，低い計算コストで柔軟変
形を計算することが可能である．これまでに Ishigaki

& Yamamoto[7]は PCSモデルと剛体多リンク系を統
合したハイブリッドリンク系を提案し，その動力学計
算手法を示した．また Kim ら [10] は義足を装着した
アスリートのモーションキャプチャ計算において，骨
格モデルと義足の PCSモデルハイブリッドリンク系を
用いて運動中の義足の 3次元的変形を含む全身運動を
逆運動学計算により再構成した．このような運動計測
結果に加え，義足の粘弾性などの動的特性が分かると，
運動中に義足に蓄えられる復元力や，それが身体に及
ぼす力学的にな影響を解析することができる．著者ら
[9]は義足のモーションキャプチャ計測の床反力値から
PCSモデルにおける剛性行列を推定した．
本稿では，義足の PCS モデルにおける粘性行列を
推定する．剛性粘性行列の推定には PCS モデルの一
般化座標の値を逆運動学により計算する必要があるが，

図 1 PCSモデルによる義足のモデル化と義足の運動計
測データに基づく粘性行列の推定

その最適化計算においてヤング率などの材料特性から
求まる弾性エネルギーを最小化する項を加えることで，
物理的に整合する変形量を求める．加えて，運動計測
データに基づいた義足の粘性行列を推定する手法を示
すとともに，推定される床反力値と実測値とを比較す
ることで妥当性を示す．
2. 義足の柔軟変形モデル
図 1のような義足の柔軟変形の計算に PCSモデルを
使用する．PCSモデルはCosseratモデル [8]に基づき，
ロッド形状の変形を分割された有限個のセグメントと
して計算する．連続 Cosseratモデルの構成曲線は次の
ように表される．

G(s) =

[
R(s) p(s)

0T 1

]
∈ SE(3) (1)

ただし，sは連続体の中心軸座標であり，R ∈ SO(3)，
p ∈ R3はそれぞれ回転行列，位置ベクトルを表す．PCS
モデルでは，柔軟変形により生じる構成曲線 G(s)の
変位を 6次元のひずみベクトル ξ(s) = [kT uT ]T ∈ R6

として次式のように定義する．

[ξ×] := G−1 ∂G

∂s
=

[
[k×] u

0T 0

]
∈ se(3) (2)

ただし，k ∈ R3，u ∈ R3 はそれぞれ回転方向，並進
方向のひずみを表す．



図 2 上：光学式モーションキャプチャによる義足の運
動計測．下：義足 PCSモデルによる逆動力学計算

義足のようなロッド形状を有限個の区間に分割し，
各セグメント内ではひずみ ξが一定であると仮定する．
従って，あるセグメント iの一定ひずみ ξiを次式のよ
うに定義する．

ξi := ξ(s)(Li−1 ≤ s < Li) (i = 1, · · · , N) (3)

ただし，Liはセグメント iの中心座標 sの値を示す．こ
のひずみを用いて PCSモデルの一般化座標 qs ∈ R6N

は次式のように定義できる．

qs =
[
ξT1 ξT2 · · · ξTN

]T
(4)

ただし，N はセグメントの分割数を表す．
構成曲線 G(s)の時間変化は，次式のようなツイス
トベクトル η(s) = [ωT vT ]T ∈ R6 として定義する．

[η×] := G−1 ∂G

∂t
=

[
[ω×] v

0T 0

]
∈ se(3)

ただし，ω ∈ R3，v ∈ R3 はそれぞれ回転と並進速度
を表す．この速度ツイスト η(s)と一般化速度 q̇s の関
係は次式のように与えられる．

η(s) = J(s, qs)q̇s (5)

J(s, qs)は PCSモデルのヤコビ行列である [6]．この
ように剛体多リンク系における微分運動学と同じ形式
で書くことができる．
本稿では炭素繊維強化プラスチック（CFRP）製の
競技用義足（1E90 Sprinter, Ottobock）を PCSモデ
ルによってモデル化した．各セグメントのひずみを計
算することで，図 2に示すように 3次元的に 6つのセ
グメントで再構成した [9]．
2.1 PCSモデルのダイナミクス
ベースセグメントが環境に固定されていない場合，

PCSモデルの運動方程式は次式のように表すことがで
きる．[

M0 M0s

MT
0s Ms

] [
η̇0

q̈s

]
+

[
b0
bs

]
=

[
0
τ s

]
+

[
J0(q)

T

Js(q)
T

]
f (6)

ここで M ∈ R6(N+1)×6(N+1) は慣性行列，b =

[bT0 bTs ]
T ∈ R6(N+1) はコリオリ力と重力を含むバイ

アス項を表す．G0 と η0 を s = 0におけるベースセグ
メントの位置・姿勢とその速度ツイストベクトルとした
とき，q = {G0, qs}, q̇ = [ηT

0 q̇s
T ]T をそれぞれ一般化

座標とその速度を表すベクトルとする．また f ∈ R6は
外力である．添え字の 0と sはベースリンク及び PCS

モデルを表す．τ s ∈ R6N は N 個の各セグメント内部
に働く力で，次のような一般化力として定義する．

τ s = K∆qs −Dq̇s (7)

ここでK ∈ R6N×6N ,D ∈ R6N×6N はそれぞれ剛性・
粘性行列を表す．また∆qsは無負荷状態でのPCSモデ
ルの一般化座標 qeq を使用して以下のように定義する．

∆qs := qeq − qs (8)

3. 義足の運動計測と運動計算
3.1 義足のモーションキャプチャ計測
義足の粘性を推定するため，光学式モーションキャ
プチャと床反力計を使用し，荷重 f ∈ R6 を加えた際
のひずみ ∆qを計測した．図 2のような治具により義
足上部端点にワイヤを介して荷重を加え，瞬間的に除
荷することで義足の発振運動時のマーカ位置座標及び
床反力の変化を計測した．荷重及び荷重の方向を変え，
数種類の条件で計測を行った．計測については文献 [9]

で既に提案した手法を用いる．
3.2 弾性エネルギーに基づく逆運動学計算
一般的に逆運動学の数値解法では所望の位置 pref と
現在の姿勢から計算される位置 p(q)の誤差を最小化す
るような一般化座標を求める．PCSモデルではセグメ
ント内でひずみが一定という仮定のもと有限個のセグ
メントとして分割しているため，実物との間にモデル
化誤差が生ずる．また逆運動学計算には義足に設置し
た光学式モーションキャプチャ用のマーカの位置情報
を使用するが，この貼り付け位置に関するモデル化誤
差も存在する．これらのモデル化誤差はマーカの位置
誤差を最小化する働きに影響を及ぼすため，剛性が大
きい方向にもひずみが大きく計算されてしまうことが
ある．このような課題に対して，本稿では弾性エネル
ギーの項を評価関数に加えることでエネルギーの最小
化を考え，硬い方向には動きづらく，柔らかい方向に
は動きやすいという弾性体の特性を考慮する．従って
次式のような評価関数を考える．

min g(q) =
1

2
||pref − p(q)||2Wp

+
α

2
||qs,eq − qs||

2
K̃ (9)

ここで α > 0はエネルギー項に対する適当な重み係数
で，K̃ = diag{K1, . . . ,KN}は義足の材料の物性値か
ら求められる剛性行列である [6]．i番目のセグメント
における剛性行列は以下のように計算される．

K̃i = diag{EJx, EJy,
E

2(1 + ν)
Jz}li (10)



図 3 粘性行列の推定結果

ここでE [GPa]はヤング率，ν [−]はポアソン比，J [m4]

は断面二次モーメント, li は各セグメントの長さであ
る．このような評価関数の設定は逆運動学の最適化計
算中，剛性が大きな方向にひずみが生じづらいといっ
た物理的な性質に対して合理的だと考えられる．
逆運動学の数値計算では以下のような更新則に従って
反復計算から所望の一般化座標を求めることができる．

qk+1 = qk −∇2g(qk)
−1∇g(qk)

T (11)

ここで kは反復計算におけるステップ数である．勾配
ベクトル∇g = ∂g/∂qは式 (9)から以下のように計算
できる．

∇g(qk) = −eTkW

[
J(qk)

Jq

]
= −eTkWJ̃ (12)

Jq =
[
0 E

]
(13)

ここで ekは位置と PCSの一般化座標に関する誤差で，
W は重み行列でありそれぞれ以下のように定義する．

ek =

[
pref − p(qk)
qs,eq − qs

]
, W = diag{W p, αK̃} (14)

計算が比較的高速かつ安定なLevenberg-Marquart法
ではヘッセ行列は減衰因子W nを用いて次式のように
近似できる．

∇2g(qk) = J̃(qk)
TWJ̃(qk) +W n (15)

計測されたマーカ位置情報を入力として逆運動学計
算を行う．次に得られた一般化座標を数値微分するこ
とで一般化速度 q̇及び一般化加速度 q̈を計算する．こ
れより式（6）に基づいた PCSモデルの逆動力学計算
[7]を行うことで，義足に働く一般化力を求めることが
できる．計算の際に使用した義足及び治具の質量パラ
メータは文献 [11]と同様である．

4. 競技用義足の粘性推定
4.1 粘性行列の推定
計測データに基づき、義足の粘性を推定する．競技
用義足のように剛性が高い構造では、回転ひずみ kに
比べて並進ひずみ uは無視できるとする．以下では、
特に断らない限り qと τ に関して回転成分のみ考える.

従って式 (6)における変数はそれぞれ、q, q̇, τ ∈ R3N ,

K,D ∈ R3N となる．計測した運動データに基づき以
下の最適化にから粘性行列Dを推定する.

min
D

1

2

n∑
i=1

m∑
j=1

(Γij −Dq̇ij)
TW (Γij −Dq̇ij)

s.t. D ⪰ 0, (16)

ここでnは計測データ数，mは各計測データの総フレー
ム数，W は重み行列である．また Γは式 (6)の運動方
程式からベースリンクを除いた PCSモデルに関わる方
程式であり以下のように定義する．

Γ = MT
0pq̈0 +M sq̈s − bs − JT

s f −K∆q (17)

4.2 半正定値計画による推定
PCSモデル [6]ではヤング率やポアソン比等の材料
の物性値によって微小領域における剛性粘性行列を対
角行列として定義した．一方で義足の剛性粘性行列の
推定にあたり，形状全体を考慮したマクロな視点での
推定をする必要があると考え，また力と方向の干渉も
考慮し，K,D を以下のようなブロック対角行列とし
て定義する．

K = diag{Ki}, D = diag{Di}, (18)

ここでKi,Diはセグメント iの剛性粘性行列で，半正
定値対象行列である．式 (16)をこれらの制約条件のも
と以下のような半正定値計画問題として解く．

min
D,τ 0,t

t, s.t

n∑
i=1

m∑
j=1

1

2
χT

ijWχij ≤ t

X ⪰ O

χij = Γij +Dq̇ij + τ 0,i (19)

ここで tは補助変数で，τ 0は計測誤差やモデル化誤差，
数値計算誤差を考慮するための補正項である．これら制
約条件はシューアの補題から次式のように書き直せる.[

( 12W ij)
−1 xij

xT
ij yij

]
⪰ O,

i ∈ {1, 2, . . . , n}

j ∈ {1, 2, . . . ,m}
(20)



図 4 床反力の推定結果と計測値（右：左図の網掛け部を拡大）

ただし xij , yij , tはそれぞれ以下のように定義する．

xij = Dq̇ij + τ 0,i

yij = tij − ΓT
ijW ijxij −

1

2
ΓT
ijW ijΓij

t = t11 + t12 + · · ·+ tij + · · ·+ tnm (21)

半正定値計画問題の求解にはMATLAB (The Math-

Works)及び YALMIP, MOSEKを使用した.

4.3 推定結果と考察
図 3に粘性の推定値を示す．推定結果の妥当性を検
討するため，逆動力学計算結果及び推定した粘性から
計算される床反力と床反力計の計測値との比較を考え
る．式 (6)から以下の式を満たすような床反力 f̂ を求
める．
JT

s f̂ = MT
0sq̈0 +Msq̈s − bs −K∆qs +Dq̇s + τ 0 (22)

図 4では推定した床反力の値 f̂ と床反力計から得た
計測値 f を比較する．義足には瞬間的に荷重を除荷す
る操作が加えられたため，時間経過に伴い減衰するよう
な発振運動が確認できる．赤線と黒線はそれぞれ床反力
f̂ ,f を表し，波形の大きさや傾向の類似性を確認でき
る．また推定値 f̂ と計測値 f との二乗平均平方根誤差
（RMSE）はデータレンジに対して 3%程度であった．
5. おわりに
本稿ではロッド形状の柔軟変形が計算可能な PCSモ
デルを競技用義足の変形計算に使用することで粘性行
列の推定を行った．粘性行列の推定に際して，ヤング
率などの材料特性から求まる弾性エネルギーの最小化
を加味することで，義足の物理的な性質に対して整合
する逆運動学計算手法を提案した．また光学式モーショ
ンキャプチャと床反力計より計測した運動データおよ
び運動計算結果から半正定値計画問題を解くことで粘
性行列を推定する手法を示した．さらに推定した粘性
行列から求めた床反力と実測値を比較した結果，値の
類似性を定性的に確認するとともに，二乗平均平方根
誤差は 3%程度であることがわかった．
なお，本研究は JSPS科研費 21H01282の助成およ
び JST SPRING，JPMJSP2108の助成を受けた．
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