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学術論文

多面体間の接触による拘束条件を

幾何モデルから導出する一般的なアルゴリズム

比 留 川 博 久*松 井 俊 浩*高 瀬 國 克*

A General Algorithm for Deriving Constraint of Contact

between Polyhedra from Geometric Model

Hirohisa HIRUKAWA Toshihiro MATSUI Kunikatsu TAKASE

When a body is under bilateral constraint, the constraint condition for the body is represented as 

homogeneous linear equations of velocity and force and their solution set for velocity is an orthogonal 

complement of that for force. In case of unilateral constraint, the condition is represented as homo-

geneous linear inequalities generally and their solution set for velocity is a dual polyhedral convex 

cone of that for force.

However, no general method has been proposed yet for deriving such constraint condition automa-

tically, when a body contacts another body in an arbitrary state.

In this paper, we propose a general algorithm for deriving constraint of contact between bodies from 

geometric model of a body and working environment constraining it. The algorithm has been im-

plemented in EusLisp. The algorithm is able to be applied in the case that a polyhedron with an 

arbitrary shape contacts another one in an arbitrary state and therefore very general. We believe it 

becomes a key technology for the analysis, planning and control of constrained motion and the assembly 

sequence planning.
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1.は じ め に

物体が自由空間にあるとすると,そ の物体には任意の

微小変位が可能であるが,他 の物体に対 して力を発生す

ることは出来ない.逆 に,物 体が十分重い物体に固定さ

れている場合は,そ の物体は変位することは出来ないが,

固 定している物体に対 して任意の力を発生することが可

能である.こ の両極端の間の状態として,両 側拘束され

た物体の場合を考えると,拘 束条件は微小変位と力に関

す る同次方程式にな り,そ の解である許される微小変位

の集合と発生可能な力の集合は直交補空間にな る1).ま

た,片 側拘束された物体の運動についても,瞬 間中心に

着 目した解析2)や,許 され る微小変位と発生可能な力の

集合に関する研究が行なわれ て い る3・4).片側拘束の場
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合,物 体に対する拘束条件は同次不等式になり,許 され

る微小変位 と発生可能な力 の集 合 は 双対凸多面錐にな

る.

しかしながら,3次 元の物体 と物体が任意の接触状態

にある場合に,こ れ らの物体に対する拘束条件を求める

ことの出来る一般的なアル ゴリズムは従来提案されてい

ない.こ の方法の確立は,拘 束状態にある物体に許され

る微小変位の集合 と発生可能な力の集合を求め,こ れに

基づいて動作を解析,計 画,制 御 した り,組 立手順を計

画した りするために不可欠である.

本稿では,作 業対象の物体 とそれを拘束 している作業

環境の幾何モデルのみが与えられていると仮定 し,こ れ

から作業対象に対する拘束条件を求めるアルゴリズムを

提案す る6).作 業対象と作業環境の形状は多面体に限定

し,作 業環境は任意の力を加えても動かず,こ れ らの間

に摩擦はないものとする.
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微小変位に対する拘束条件を求めることが出来れば,

発生可能な力に対する条件は静力学的な考察により求ま

るので,本 稿では微小変位に対する拘束条件についての

み考察する.

2.多 面 体間の接触による拘束

2.11点 の接触による拘束

多面体と多面体の接触点 の集 合 は,一 般には点 ・線

分 ・多角形およびこれらの組合せになる.本 節では,全

ての接触点から受ける拘束条件を求めるための準備 とし

て,こ のうちの1点 に注 目し,こ の点での接触による拘

束条件を求める方法を示す.

2つ の多面体は点Xcで 接触 しているとし,そ れぞれ

の多面体の内点の集合を 五,β とする.以 下の議論では,

点Xcの 近傍に含まれる集合A,Bの 部分集合,

UA(Xc)={X│X∈A,ρ(X,Xc)<δ}(1)

UB(xc)={X│x∈B,ρ(x,xc)<δ},(2)

についてのみ考え,全 てを点Xcを 原点 とする座標系で

記述することにする.こ こに,ρ(X,Y)は 点XとYの 距

離,δ は微小量である.

多面体の面の内点で点Xcに 接触 している場合,点Xc

の近 傍におけるその多面体の内点の集合 σ(Xc)は,

U(Xc)={X│FiTX>0,ρ(X,Xc)<δ}(3)

と表せる.こ こに,Ftは3×1で ある.稜 とその両側の

2つ の面およびこれ らに囲まれる内点の集合は,2面 角

を構成する.多 面体の稜で点Xc接 触 している場合,こ

の2面 角の平面角が πより小さいときは,

 
U(Xc)=2∩j=1{X│FjTX>0,ρ(X,Xc)<δ}(4)

と,σ(Xc)は2面 角の2つ の面を境界とする半空間の

積(and)に なる.平 面角がπより大きいときは,

 
U(Xc)=2Ui=1{X│FiTX>0,ρ(X,Xc)<δ}(5)

と,和(or)に な る.頂 点 は,こ れ ら の2面 角 の辺 の交

点 で,こ の場 合,σ(Xc)は 一 般 に次 の様 に表 せ る.

〓(6)

まず,前 述 した2面 角の平面角が全てπより小さい場

合について考える.こ の場合,点Xcの 近傍における各

多面体の内点の集合は,次 の様にかける.

U(Xc)=m∩j=1{X│FjTX>0,ρ(X,Xc)<δ}(7)

ここに,面 の内点で接触 している場合m=1,稜 の場合

m=2,頂 点 の場合m≧3で ある.こ こで,次 の定義を

する.

定義1あ る平面FstTX=0が 次 の条件に満たすとき,2

つ の多面体は点Xσ の近傍 にお いて線形的に分離可能

(linearly separable)で あ るといい,こ の平面を分離面

という.(Fig.1参 照)

∀X∈UA(Xc);FsitTX>O and

∀X∈UB(Xc);FsitTX<0(8)

ここで,不 等号の向きがどちらも逆になっても同じ様 に

定義する.定 義から,分 離面は接触点Xcを 含む必要が

ある.

以下,一 般性を失 うことな しに,且 の多面体を作業対

象の物体,Bの 多面体を固定された作業環境 と考えて,

Aの 物体に対する拘束条件について考察する.ま た,分

離面FstTX=0の 係数ベク トルの符号は,(8)式 が成

り立つ様に決めるものとする.さ らに,点Xcの 近 傍で

2つ の多面体の干渉を引き起こさないAの 多面体の微小

変位の集合をSAFE(A,Xc),干 渉を引き起 こす微小変

位の集合をCOL(A,Xc)と 表記することにする.本 節

では,1点 の接触による拘束を考え,座 標系の原点を接

触点にとっているので,拘 束される微小変位としては並

進要素のみを考えれば良い.従 って,以 下本節では微小

変位として微小並進のみを考察の対象とする.

以上の準備に基づいて,次 の定理が成立する.

定理1あ る面FstTX=Oが2つ の多面体を分離すると

き,そ の平面の法線ベクトルとの内積が正である任意の

微小変位 ∠Xは,点Xcの 近傍において2つ の多面体の

干渉を引き起こさない.す なわち,且 の多面体が動くと

して,

∀⊿X;FsiT⊿X≧0=〉⊿X∈SAFE(A,Xc)

(9)

であ る.逆 に,(9)式 を満たす面は,点Xcの 近傍にお

いて2つ の多面体を分離する面だけである.

(証明)付 録参照.

分離面が複数あるときは,集 合SAFE(A,Xc)は これ

らの面によって決 ま る集 合 の和(or)に なる.SAFE

(A,Xc)を 分離面FsjTX=0に よ り,

SAFE(A,Xc)=MUj=1{⊿X│FsjT⊿x≧o}(10)Fig. 1 Separating plane
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と表現するのに必要で,か つ,最 小の数の面の集合の要

素をSAFE(A,Xc)の境 界を決める面と呼ぶことにする

と,次 の定理が成 り立つ.

定理22つ の多面体のいずれかの境界上にある任意の

2点 をXi,X2と す る.こ のとき,同 一直線上にない3

点Xc,X1,X2を 含み,か つ,2つ の多面体を分離する

面は,集 合SAFE(A,Xc)の 境 界を決める面である.逆

に,あ る分離面がSAFE(A,Xc)の 境 界を決める面であ

るときは,こ のような3点 を含む.

(証明)付 録参照.

次に問題なのは,点Xc以 外にどのような2点 の組合

せを調べれ ば,SAFE(A,Xc)の 境 界を決める面をもれ

なく求めることが出来るか,と いうことである.こ れに

関しては,次 の定理が成 り立つ.

定理3集 合SAFE(A,Xc)の 境 界を決める面の集合に,

次 の様な境界の点を含む分離面の集合である.す なわち,

多面体のどちらかが点Xcに 面の内点で接触 している場

合は,そ の面が唯一の分離面になる.こ の場合,点Xc

以外 の境界の点を2点 選ぶ必要はない.点Xcに 稜 の内

点で接触 している場合は,分 離面はこの稜を含む必要が

あり,境 界上のもう1点 の候補としては,2つ の面の適
 

当な内点を各々1点 ずつ選ぶ.点Xcに 接触 しているの

が頂点の場合は,境 界の2点 の候補としては点Xcを 端

点とするm本 の稜上に,各 々点Xc以 外 の点を1点 ずつ

選ぶ.

(証明)付 録参照.

さらに,前 述 した2面 角の平面角にπより大きいもの

がある場合,す なわち,少 なくとも どち らか の近傍が

(6)式 で表される様な一般の場合について考える.各 近

傍が

〓(11)

〓(12)

と凸集合の和で表 されるとし,AのiA番 目の部分凸集

合 とBのiB番 目の部分凸集合の組合せに対して前述し

た処理により得 られる集合をSAFE(AiA,Xc)iBと す る

と,こ れは,

〓(13)

と表 せ る.こ こに,F'sTiAiBjX=0は,集 合SAFE(AiA,

Xc)tBの 境 界 を決 め る 面 で あ る.こ れ ら の 積 集 合 が

SAFE(A,Xc)に な る.す な わ ち,〓

Fig. 2 Hierarchy of geometrical object

〓(14)が求める集合である.表 現を簡単にするため,

F(stA+nA×(iB-1))jdef=F'siAiBj

とお き直 す と,1点 が接 触 して い る とき に,点Xcの 近

傍 で 干 渉 を 引 き起 こさ な いAの 微 小変 位 の集 合 は,最 終

的 に は〓

(15)で与えられる.こ こに,N=nAnBで ある.

2.2多 点 の接触による拘束

前節の結果に基づいて,本 節では接触点の集合が点 ・

線分 ・多角形およびこれらの組合せになる場合の拘束を

求める方法を示す.各 接触点Xleに お ける拘束条件を,

(15)式 を簡単にかくことにより,Xkに 原点を持つ座標

系において

〓(16)

の様に表現することにする.こ の座標系の位置と姿勢が,

被拘束物体に固定した物体座標系から見て,

T=(EkxEkyEkzPkOOO1)(17)

なる同次変換で与えられるとすると,こ の拘束条件は物

体座標系では,

〓(18)

と表 される.こ こに,九 は,

⊿Xk=Jk(⊿XΩ)

〓(19)

と,Xkの 座標系で表 された微小変位⊿Xkと 物体座標'

系で表された微小変位 ・回転⊿X,Ω との関係を与える

ヤコビ行列である.(18)式 に より,複 数の接触点におけ

る拘束を物体座標系で表現することが出来る.接 触点の

集合が線分や多角形になる場合については,次 の定理が

成 り立つ.

定理41点 の接触による拘束が条件式に和演算を含ま
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ない場合,接 触点の集合が線分にな

るときに受ける拘束は,こ の線分の

両端点か ら受ける拘束 と等価である.

従 って,接 触点の集合が多角形にな

るときに受ける拘束は,こ の多角形

の凸包の全ての頂点に受ける拘束と

等価になる.

(証明)付 録参照.

この定理により扱えないのは,近

傍が(4)式 で表される様な稜が線分で接触 している

場合のみである.そ のような場合,拘 束条件は線形の

不等式にはならない.こ の場合を除 くと,接 触点の集

合が点 ・線分 ・多角形およびこれらの組合せになる一一

般的な場合の拘束条件は,次 式で与えられる.

〓(20)

ここに,Lは 等価拘束点の数である.

3.拘 束条件導出アルゴリズム

本節では,前 節で述ベた諸定理に基づいて,被 拘束物

Fig. 3 Structure of the Algorithm

JRSJ Vol. 9 No. 4

Table 1 Slots of objects

体 と拘 束 物 体 の幾 何 モ デル と位 置 か ら,拘 束 条 件 を 導 出

す る アル ゴ リズ ムを 示 す.本 アル ゴ リズ ムは,電 総 研 で

開 発 され た,単 一 継 承 型 の オ ブ ジ ェ ク ト指 向 に 基 づ く

Common Lispの サ ブ セ ッ ト,EusLisp5)を 用 い てイ ン

プ リメ ン トされ て い る.オ ブ ジ ェ ク トと して定 義 され て

い る幾 何 モ デル の要 素 の階 層 構 造 をFig. 2に 示 す.こ

こに,coordinatesは 座 標 系 あ るい は座 標 変 換 を 表 す ク

ラス,cascaded-coordsは 座 標 系 の親 子 関 係 を管 理 す る

グ ラス,bodyは 多 面 体,.bounding-boxは 稜 がx,y,z

軸 に平 行 で あ る直 方 体 の クラ ス で あ る.lineは 直 線,

edgeは 稜,planeは 境 界 の な い平 面,closed-regionは

稜 に 囲 まれ た 平 面 の領 域,faceは 穴 を 含 む 多 面 体 の 面 の

クラ ス で あ る.主 な オ ブ ジ ェ ク ト の ス ロ ッ ト構成 を,

Table1に 示 す.こ こ で,constrained-pointは 被 拘 束

点 の クラ ス で,被 拘 束 点 の座 標,被 拘 束 点 に お け る拘 束

物 体 の面 の一 つ,禎 拘 束 点 にお け る 自分 自身 の近 傍,被

拘 束 点 に対 す る拘 束 条 件 の4つ の ス ロ ッ トを 持 ち,拘 束

条 件 の解 析 の際 に用 い る.以 下 に 示 す メ ソ ッ ド中 で は,

各 ク ラ ス の イ ン ス タ ン ス の作 成 は 一

(instanceク ラ ス名)

と表 記 す る.ま た,selfは 自分 自身 の オ ブ ジ ェ ク トを 指

す 変 数 名 と して使 う.さ らに,selfの ス ロ ッ トは 単 に ス

ロ ッ ト名 で表 し,他 の オ ブ ジ ェ ク トのス ロ ッ トは,

オ ブ ジ ェ ク ト名.ス ロ ッ ト名

とい う記 法 で表 す.メ ソ ッ ドの起 動 は,

(sendオ ブ ジ ェ ク ト名:メ ソ ッ ド名 引 数)

とい う形 式 で行 な う.

アル ゴ リズ ム全 体 の構 造 をFig.3に 示 す.ア ル ゴ リ

ズ ム の トッ プ レベル は,bodyの メ ソ ッ ド:constraint

で あ る.こ の メ ソ ッ ドか ら呼 ば れ る,ク ラスbodyの メ

ソ ッ ド:contact-verticesと:contact-edgesに よ り始

18 August, 1991
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:constraint (b)

1. if (send box :contact b's hox) is empty then

self is not in contact with b. Terminate the algorithm

2. mycontact•© (send self :contact-vertices b) + (send self :contact-edges b)

3. hiscontact•© (send b :contact-vertices self) + (send b :contact-edges self)

4. constraint •© contact-to-constraint (mycontact hiscontact)

Fig. 4 Body's method: constraint

ま っ1てい る処 理 は,等 価 拘束 点 の位 置 を求 め るた め の処

理 で あ る.こ れ に対 し て,関 数contact-to-constraint

に よ り始 ま って い る処 理 は,前 節 の諸 定 理 に基 づ い て,

各 等 価 拘束 点 に お け る 拘束 条件 を求 め る処 理 で,ク ラス

constrained-pointの メ ソッ ド:analyse-contactに よ

り拘束 点 が分 類 され,最 終 的 に は クラ スPlaneの メ ソ ッ

ド:separationに よ る,あ る 平 面 が分 離 面 に な るか ど

うか の判 定 に帰 着 す る.

まず,こ れ らの メ ソ ッ ドと関数 の機 能 を 箇条 書 にす る.

bodyの メ ソ ッ ド:constraint多 面 体selfが 多面 体b

か ら受 け る拘 束 の,等 価 拘束 点 の位 置 と拘 束 条 件 を

求 め る.(17)式 と(16)式 を求 め る こ とに対 応 して

い る.こ れ か ら,(19)式 を 用 い て ヤ コ ピ行 列 を求 め

れ ば,最 終 的 な拘 束 条 件 式 であ る(20)式 が 求 ま る.

bodyの メ ソ ッ ド:contact-vertices多 面 体bに 接 触 し

て い るselfの 頂 点,対 応 す るbの 接 触 面,凸 集 合 の

和 集 合 で表 現 したselfの 近 傍 を 求 め る.

bodyの メ ソ ッ ド:contact-edges多 面 体bの 稜 に接 触

して い るselfめ 稜 の 内点,対 応 す るbの 接 触 面,半

空 間 の積 また は 和 集 合 で表 したself近 傍 を 求 め る.

こ こ で,多 面 体bに 接 触 して い るselfの 稜 の内 点 で

はな く,bの 稜 に接 触 してい る も のを 求 め て い る こ

とに 注 意 され た い.

bounding-boxの メ ソ ッ ド:contactselfとboxが 接

触 してい るか ど うか を チ ェ ックす る.接 触 して い る

場 合 は,両 者 の共 通 箱 を,し て い な い 場 合 はnilを

返 す.

faceの メ ソ ッ ド:contactp点Pがselfに 接 触 して い

るか ど うか を チ ェッ クす る.接 触 し て い る と きは

inside,境 界上 の と き はborder,接 触 して い な い

と きはoutsideを 返 す ・

faceの メ ソ ッ ド:contact-edge稜e1とselfが 平 行 で

な い と き,e1とselfの どれ か の稜 との 接 触 点 を 返

す.

edgeの メ ソ ッ ド:contactselfの 内点 と稜eと の接 触

点 を 求 め る.接 触 して い な い 場 合 は,nilを 返 す.

constrained-pointの メ ソ ッ ド:to-convex等 価 拘束 点

の 凸 で な い 近 傍 を,凸 集 合 の和 集合 に変 換 す る.

関 数COntact-to-ConStraint各 等 価 拘束 点 に お け る拘 束

日本 ロボ ッ ト学会誌9巻4号

条 件 を 求 め る.

constrained-pointの メ ソ ッ ド:analyse-contact自 分

の接 触 点 とそ の近 傍 を表 すselfと,相 手 の接 触 点 と

そ の近 傍 を表 すhispointか ら,自 分 に対 す る接 触

条 件 を求 め る.

関 数face-contact近 傍 が半 平 面 の和 で表 され る場 合 の

拘 束 条 件 を求 め る.

関 数edge-edge-contact稜 の 内点 ど う しで接 触 して い

る場 合 の 拘束 条 件 を求 め る.'

関 数edge,一vertex-contact稜 の 内点 と頂 点 で接 触 して

い る場 合 の拘 束 条 件 を求 め る.

関 数vertex-vertex-contact頂 点 と頂 点 で接 触 して い

る場 合 の拘 束 条 件 を求 め る.

edgeの メ ソ ッ ド:neighborpointsselfの 近 傍 を 表 す

次 の4点 の リス トを返 す.self上 の 点 でpointと は

異 な る点,そ の 点 とpointを 挾 ん で反 対 側 の点,

selfのpface上 の点,selfのnface上 の点.

Planeの メ ソ ッ ド:separation面selfがmypointsと

hispointsの 分 離 面 に な るか ど うか を チ ェ ッ クす るゼ

分 離 面 に な る場 合 は,mypoints側 に 向 く様 に符 合

を 合 わ せ た,selfの 法 線 ベ ク トル を返 す,分 離 面 に

な らな い場 合 は,ni1を 返 す.

以 下,主 な メ ソ ッ ドと関 数 の詳 細 を 説 明 す る.

bodyの メ ソ ッ ド:constraintをFig.4に 示 す.ス テ

ップ1は,各 々 の多 面 体 が 含 ま れ る 最 小 のbounding-

boxど う しが接 触 して い るか ど うか の チ ェ ッ クで,接 触

して い な い と きは アル ゴ リズ ムを 終 了 す る.ス テ ップ2

で は,メ ソ ッ ド:contact-verticesに よ り,多 面 体bに

接 触 して い るselfの 頂 点,対 応 す るbの 接 触 面,凸 集 合

の和 集 合 で表 現 したselfの 近 傍 を 求 め,メ ソ ッ ド:

contact-edgesに よ り,多 面 体bの 稜 に 接 触 し て い る

selfの 稜 の内 点,接 触 面,近 傍 を 求 め て い る.ス テ ッ プ

3は,同 じ処 理 をselfとbを 逆 に して 行 な って い る.こ

の よ うな,selfとbの 頂 点 と稜 の 内 点 の 接 触 状 態 を 調 べ

れ ば,(20)式 の等 価 拘 束 点 は 全 て 求 ま る.た だ し,こ の

方 法 だ と接 触 領域 が 凹 多角 形 に な る場 合 は,冗 長 な条 件

が 出 て く るが,拘 束 条 件 全 体 で は等 価 で あ る.ス テ ップ

4で は,関 数contact-to-constraintに よ り,各 々 の等

価 拘束 点 に お け る拘束 条 件 を 求 め る.こ こで,ス テ ップ

2と3の 処 理 の例 を示 す.Fig.5は,直 方 体Aが 穴Bに

よ り拘束 され て い る例 で あ る.図 中 で,ス テ ップ2で は,:

5番 か ら8番 ま で の点 が:contact-verticesに よ り求 ま

り,1番 か ら4番 ま で の点 が:contact-edgesに よ り求

ま る.ス テ ッ プ3で は,1番 か ら8番 ま で の点 が全 て:

contact-verticesに よ り求 ま る,Fig。6は,1番 と5

番 の 等価 拘束 点 の近 傍 を 凸集 合 の和 集 合 に分 解 した 例 で

19 1991年8月
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Fig. 5 Equivalent Contact Points

あ る.1番 の頂 点 の近 傍 は2つ の 稜 の 近 傍 の 和 に,5番

の 頂 点 の 近 傍 は3つ の 平 面 の 近 傍 の 和 に 分 解 され る.

bodyの メ ソ ッ ド:coηtact-verticesをFig.7に 示 す.

ス テ ップ5で は,bに 接 触 して い るselfの 頂 点 を 求 め,

これ をpositionス ロ ッ トの値 と し,bの 接 触 面 をhisface

ス ロ ッ トの値 とす る,ク ラ スconstrained-pointの イ ン

ス タ ンス を作 成 して い る.ス テ ジプ6で は,selfの 接 触

頂 点 か ら,そ れ が載 るselfの 稜 へ の バ ッ ク ポ イ ンタ を

myneighborhoodス ロ ッ トに セ ッ トして い る.ス テ ッ プ

7で は,selfの 近傍が凸でない場合に,そ れをconstra-

ined-pointの メソッ ド:to-convexに よ り,凸 集合の

和 集 合 に 変 換 して い る.こ の メ ソ ッ ドの 詳 細 は 省 くが,

基 本 的 考 え 方 は,稜 か ら面 へ のバ ックポ イ ン タを順 に 辿

って 行 って,凸 で な い 稜 を 見 つ け た らそ の両 側 の面 で近

傍 を 切 断 して,(7)式 の様 な 近 傍 を 新 た に 生 成 す る とい

う もの で あ る.

bodyの メ ソ ッ ド:contact-edgesをFig.8に 示 す.

ス テ ッ プ5で はlselfの 稜 の内 点 がbの 面 に 接 触 して い

る場 合 に,faceの メ ソ ッ ド:contact-edgeを 用 い で,

そ の 接 触 点 の 位 置 と,そ の 接 触 面 を 求 め て い る.

関数contact-to-constraintをFig.9に 示 す.こ の

関 数 の 引数 は,ク ラスconstrained-pointの イ ンス タ ン

ス の リス トであ る.ス テ ップ1で は,bに 接 触 して い る:contact-vertices (b)

1. cbox s (send box :contact b'sbox)

2. if class is empty then

 self is not in contact with b. Terminate the algorithm

3, myrerlices•©self's edges in cbox

4. his f aces •©b's faces in ebox

5. for each vertex r of myrcrticcs

for each face f of hisfaces

if (send f :contactp v) is not outside then

p •© (instance constrained-point)

p.posilion •© self's contacting vertex

p.lhis face •© one of b's contacting face

coop •© coop + p

6. for each element p of coop

p.mynciborhood •© self's edges in contact with the vertex

7. for each element p of coop

(send p :to-convex)

8. return coop

Fig. 7 Body's method : contact-vertices

JRSJ Vo19 No. 4 20

Fig. 6 Decomposition of neighborhood to 

Convex Set .

:contact-edges (b)

1. char •© (send boa :contact b'box)

2. if char is empty then

self is not in contact with b. Terminate the algorithm

3. rnycdgrs •© scl f's edges in char

4. his f oecs •© b's faces in char

5. for each edge e of myedges

for each face f of his faces

if (send f :contact-edge c)if nott empty and not an element of coup then

p •© (instance constrained-point)

p.posilion 4-contacting point on e

p.his face •© one of his contacting face

if plane angle of c's dihedral angle < ƒÎ then

p.rnrlncighbarhood •© ((contacting self's edge))

conp •© conp + p

else

p.myneightarhood •© ((left face of contacting self's edge) (right face

 of contacting self's edge))

conp •© conp + p

6. return coop

Fig. 8 Body's method : contact-edges

August, 1991
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contact-to-constraint(mycontact hiscontact)

1. while mycontact is not empty do

point s- one element of mycontact

anotherpoint s- empty

for each element hispoint of hisrontact

:analyse-contact(hispoint)

1. for each (mine, his) •© combinations of all convex subset of self's neighborhood 

and that of hispoint's neighborhood

if mine is face then andcond s•© andcond + face-contact(mine -1.0)

if his is face then andcond f•© andcond + face-contact(his 1.0)
if paintpo.sition = hispoint.position then anotherpoint h hispoint

if anotherpoint is not empty then

else

constraints •© constraints + (send point :analyse-contact onotherpoint)

hiscontact •© hiscontact - another - point

p •© (instance constrained-point)

p.position •© point.position

p.condition •© normal vector of point. hisfocc

if contact between edge and edge then andcond •© ondcond +

edge-edge-contact(position mine his)

if contact between edge and vertex then andcond •© andcond +

edge-vertex-contact(position mine his 1.0)

if contact between vertex and edgethen andcond •© ondcond +

edge-vertex-contact(position his mine -1.0)

if contact between vertex and vertex then andcond •© andcond +

vertex-vertex-contact(position mine his)
constraints •© constraints + p

mycontact •© mycontact - point

2. while his-contact is not empty do

point •© one clement of hiscontact

p •© (instance constrained-point)

p.po.sstson •© point position

p.condition •©l.0x normal vector of point .hisfocc

constraints •© constraints + p

2. epoint s (instance constrained-point)

3. s-point,position •© position

4. cpoint.condition •© ondcond

5. return epoint

Fig. 10 Constrained-point's method : 

analyse-contact

hiscontoct •© hiscontoct - point

3. return constroints

Fig. 9 Function contact-to-constraint

selfの 頂 点 と稜,selfに 接触 して い るbの 頂 点 と稜 に,1

同 じ点 が あ るか ど うか を 調 べ て い る.こ れ ら の等 価 拘 束

点 に 共 通 点 が な い のは,そ の接 触 点 が 頂 点 と面 の 内点 の

組 合 せ の場 合 のみ で あ る.こ の場 合,こ の面 の法 線 ベ ク ト

ル をselfの 方 に 向 けた も の が,こ の点 に お け る拘 束 条 件

に な る.同 じ点 が あ る場 合 は,オ ブ ジ ェ ク トconstrained-

pointの メ ソ ッ ド:analyse-contactで 解 析 す る.

ク ラ スconstraind-pointの メ ソ ッ ド:analyse-

contactを:Fig.10に 示 す.ま ず,こ の メ ソ ッ ドで は,

そ れ ぞ れ の 凸近 傍 の組 合 せ が,面 ・稜 ・頂 点 の どの よ う

な 組 合 せ で あ るか を 分 類 す る.Fig.6の 例 だ と,1番 か

ら4番 の点 は稜 と稜,5番 か ら8番 の点 は頂 点 と面 の組
し

合 せ に な る..そ して,定 理3に 基 づ い てそ れ ぞ れ の組 合

せ に よ る 拘束 条 件 を,関 数face。contact, edge-edge-

contact,edge-vertex-contact, vertex-vertex-contact

の いず れ か を用 い て求 め て い る.

関 数face-contactをFig.11に 示 す.近 傍 が 半 平 面

の和 で 表 され る場 合 は,そ れ ぞ れ の面 が 唯 一 の 分離 面 な

の で,faceが 自身 の面 の とき はsignを 一1.0,相 手 の

面 の と きは1.0に して,こ の面 の法 線 ベ ク トル に か け た

も のを 返 す.

関 数edge-edge-contactをFig.12に 示 す.稜 の 内点

ど う しで接 触 して い る場 合 は,定 理3か ら,求 め る分 離

面 は これ ら2つ の稜 を含 む 必 要 が あ り,こ の様 な面 は1

つ しか な いか ら,こ の面 の法 線 ベ ク トル を被 拘 束 物 体 側

に 向 け た もの が,求 め る拘束 条件 に な る.

関 数edge-vertex-contactをFig.13に 示 す.稜 の 内

点 と頂 点 で接 触 して い る場 合 は,定 理3か ら,求 め る分

離 面 は この稜 と,こ の他 に この稜 の載 る2つ の面 上 の各

々適 当 な1点 ま た は ス テ ップ2のhispoints中 の1点 を

edge-vertex-contact (position myedge hisvertex sign)

1. mypoints •© (send myedge :neighborpoints position)

2. hispoints •© another verties of all edges which hisvertex lies

3. for each f •© two face which myedge lies

face-contact (face sign)

1. return (normal vector of face x sign)

Fig. 11 Function face-contact

cvector •© (send f :separation mypoints hispoints)

if cvector is not nil then orcond •© orcond + crector

4. p1 •© a point on myedge which is not identical with position

5. for each p2 •© all elements of hispoints

edge-edge-contact (position myedge hisedge)

1. mypoints •© (send myedge :neighborpoints position)

2. hispoints •© (send hisedge :neighborpoints position)

3. splane •© plane including myedge and hisedge

4. return ((send splane :separation mypoints hispoints))

Fig. 12 Function edge-edge-contact

日本ロボット学会誌9巻4号
一21一

splane t- plane including position, pl, p2

cvector ~-- (send splane :separation mypoints hispoints)
if cnector is not nil then orcond F-- orcond + cvector

6. if sign = -1.0 then reverse all element vector of orcond

7. return orcond

Fig. 13 Function edge-vertex-contact
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含む必要がある.稜 と面上の点を含む場合とい うのは,

稜 の載る2つ の面そのものになるので,ス テップ3で は,

この2つ の面が各々分離面になるかどうかをチェックし,

分離面になる場合は対応する拘束条件をorcondに 加え

ている.hispoints中 の1点 を含む場合は,稜 とその点

を含む面を求め,同 様にそれが分離面になる場合は対応

する拘束条件を追加 している.こ れがステップ4で ある.

関数vertex-vertex-contactをFig.14に 示す.頂

点と頂点で接触 している場合は,定 理3か ら,求 める分

離面はステップ3のbothpointか ら選んだ2点 と接触点

を合わせた3点 の載る分離面である.そ れを求めている

のが,ス テップ4で ある.

以上,EusLispに よるインプ リメントを示 した.本

アル ゴリズムは,オ ブジェクト指向プログラ ミングの特

徴によって,簡 潔かつ拡張性高 く実現されているが,ア

ル ゴリズム自体は一般的なもので,通 常のプログラミン

グ言語でインプリメントすることも勿論可能である.

4.実 行 例

前節で述べたアルゴリズムを実行 した例を以下に示す.

:Fig,・15は両側拘束の例,Flg.16は 片側拘束の例であ

る.図 中で矢印で示 してあるのが,求 められた等価拘束

点と,そ の点に対する拘束条件 であ る.Fig」5で は直

方体に対する拘束,Fig.16で は 上 に載っている物体に

対する拘束を表示 してある.こ の様に,本 方法では両側

拘束も区別することなく一,拘束条件を求めることが出来

る.

Fig.17は,頂 点と頂点の接触,お よび,頂 点 と稜の

接触を含む例である.頂 点と頂点の接触点に示されてい

る4つ の矢印と,頂 点と稜の接触点の2つ の矢印は,い

ずれ も論理和の条件で,各 々の点において少なくとも一

つの条件を満たせば良い.こ れ らは,(20)式 の一番内側

の論理和に対応している.組 み立て動作等の過程で,こ

の様な接触状態になることは確率的には高 くない.し か

しながら,こ の様な状態を特異状態 として対象外 とする

のではなく,同 じアルゴリズムで扱えるところが本方法

の特徴であ り,ア ル ゴリズムの一般性を示 している.こ

の例について,(20)式 を 示す.ワ ール ド座 標系は,

Fig」7中 に小さい矢印で示 した底面の中心を原点とし,

矢 印方向をz軸 にとる.こ のとき,ワ ール ド座標系で表

、現 した拘束条件は,

〓 (:0.0 1.0 0.0 -100.0.7107.707107 0.0 -70.7107 .816499 .577346 -81.6499.500002 .500002 .707103 -50.0002)

vertex-vertex-contact (position myvertex hisvertex)

1. mypoints •© another verties of all edges which myvertex lies

2. hispoints •© another verties of all edges which hisvertex lies

3. bothpoints •© union set of myvertex end hisvertex

4. for each pl,p2 •© all combination of 2 points from bothpoint

splane •© plane including position, pl, p2

cr'ector •© (send splane :separation mypoints hispoints)

if cvector is not nil then orcond •© orcond + cvector Fig. 15 Bilateral constraint

5. return orcond

Fig. 14 Function vertex-vertex-contact

Fig. 16 Unilateral constraint

Fig. 17 Vertex-to-vertex and vertex-to-edge 

contact
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〓(21)

(.816499 0.0.577346 28.8673 81.6499 1.0 0.0 0.0 0.0 100.0)

〓 (22)

(0.0　 0.0　 1.0　 70.7100　 -120.710　 0.0)

〓( 23)

(0.00.01.0120.710-70.71000.0)

〓 (24)

なる4つ の線形不等式になる.た だし,(21)式,(22)式

は少なくとも1つ の不等式が成立すれば良い.

Flg.18は,ペ グを穴に挿入する作業中における拘束

条件の例である.1番 目の状態では等価な拘束条件の数

は3,2番 目では10,3番 目では16に な り,最 終的に

穴の底まで到達すると,20に な る.こ の様に,本 方法は

拘束された動作の解析,計 画,制 御の基礎になる.

Fig.19は,組 立パズルのある状態における拘束状態

Fig. 19 Example of Assembly

の例で,真 中の部品が他の2つ の部品から受ける拘束を

表示してある.こ の例には,鞍 点の接触も含まれている.

この様に,本 手法は,組 立作業手順の計画等を実現する

ための,基 本的な要素技術にもなり得る.

5.お わ り に

本稿では,作 業対象 とそれを拘束 している作業環境の

幾何モデルのみが与えられていると仮定 し,こ れから作

業対象に対する力学的な拘束条件を求める一般性のある

アルゴリズムを提案し,Eus Lispに よるインプリメン

ト方法を示 した.本 方法で得られた拘束条件式は,凸 解

析のアル ゴリズムによって解を求めるこ とが出来3,4･7),

被拘束物体に許される微小変位,被 拘束物体が拘束物体

に作用可能な力を求めることが可能である.

本 アル ゴリズムは,両 側拘束や片側拘束を区別するこ

となく,任 意の形状の多面体 と多面体が接触 している場

合に適用可能な非常に一般的なアル ゴリズムであり,拘

束された動作の解析,計 画,制 御や,組 立作業手順の計

画等を実現するための基本的な要素技術になると考えら

れる.

今後の課題としては,円 筒面や球面等の2次 曲面を含

む物体間の接触の場合への拡張が挙げられる.
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付録

[定理1]の 証 明

ま ず,(9)式 が成 り立 つ こ とは,

∀⊿X,∀X∈UA(Xc);

FsiT⊿X≧0,　 FsiTX>0⇒

FsiT(X+⊿X)=FsiTX+FsiT⊿X>0(25)

∀X∈UB(Xc);FsiT7X<0(26)

Fig. 20 Plane not separating two bodies

よ り明 らか で あ る.以 下,定 理 の後 半 を証 明す る.あ る

面 、FsiTX=0に つ い て,

ヨX1∈UA(Xc),ヨX2∈UB(Xc);

FsiTX1>0, FsiTX2>0(27)

と仮 定 す る(Fig.20参 照).こ の とき,Aの 多 面 体 の方

が⊿X=X2-Xcな る変 位 を した とす る と,ρ(X2,Xc)

<δ よ りこれ は 微 小 変 位 で,FsiTXc=0だ か ら,

FsiT⊿X=FsiTX2-FsiXc=FsiT×2>0(28)

が成 り立 ち,Aの 多 面 体 の 境 界上 の 点XcはXc+⊿X

=Xc+(X2-Xc)=X2よ りX2∈UB(Xc)に 移 動 す る0

で,⊿X∈COL(A,Xc)で あ る.一 方,Aの 多 面 体 の方

が⊿X=Xc-X1な る変 位 を した とす る と,こ れ も同 様

に 微 小変 位 で,

FsiT⊿X=FsiXc-FsiX1=-FsiTX1<0(29)

が成 り立 つ.ま た,Xlは 点Xσ の 近 傍 に 含 まれ るAの

多 面 体 の 内点 だ か ら,X1の δ1近 傍 をU(X1;δ1)={X｜

ρ(X,Xi)<δ1}と お く と,

ヨδ1;σ(Xl;δ1)とUA(Xc)(30)

で あ る.こ の σ(Xl;δ1)はX1+⊿X=X1+(Xc-X1)

=Xcよ り σ(Xc;δ1)に 移 動 す る .こ の とき,Bの 多 面

体 は点Xcに 接 触 して い る こ とか ら,

ヨX;X∈U(Xc;δ1)⊂UA(Xc),X∈UB(Xc)

(31)

とな る の で,⊿X∈COL(A,Xc)で あ る.以 上 に よ り,

FsiTX=0が 分 離 面 で な い場 合 は
,

ヨ⊿X;FsiT⊿X>0,⊿X∈COL(A,Xc)(32)

ヨ⊿X;FsiT⊿X<0,⊿X∈COL(A,Xc)(33)

で あ るの で,(9)式 は 成 立 しな い.従 って,命 題 は 証 明

さ れ た.

[定 理2]の 証 明

FsTX=0がSAFE(A,Xc)の 境 界 に な らな い と仮 定 す

る.こ の と き,一 般 性 を 失 う こ とな しに,

∀α,β,∀Xa∈UA(Xc),

∀Xb∈UB(Xc),ヨFSItX=0;

FsiT(α(Xl-Xc)+β(X2-XC))≧0(34)

FsiTXα>O andFsiTxb<0(35)

FsiTX1≠O or FsiTXZ≠0(36)

Fig. 21 Diff ential rotation of separating planeFig. 22 New separating plane
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が こ の仮 定 が 成 立 す るた め の 必 要 条 件 で あ る.こ れ は,

FSTX=0の 任 意 の点 に対 し て,そ の点 か ら面 ま で の距

離 が 非 負 に な り,FsTX=0と は一 致 しな い分 離 面FsiTX

=0が 存 在 す る,ど い う 条 件 で あ る .こ の よ うな 面

FsiTX=0が な い と,FSTX=0はSAFE(A,Xc)の 境

界 を 決 め る面 と して 必 須 の面 に な るの で,仮 定 に 反 す る.

こ こ で は,2つ の多 面 体 の いず れ か の境 界 に載 って い る

点Xσ 以 外 め2点 をX1,X2と して選 ぶ も の とす る.ま

ず,例 え ばX1がAの 多 面 体 の境 界 の場 合 を 考 え る.

(34)式 か ら,α=-1, β=0に 対 して,

Fs1T(Xc-Xl)≧0(37)

とな る分 離 面FSITX=0が 存 在 す る必 要 が あ る.こ の と

き,

FS1TX1=FS1T(X1-Xc)+Fs1TXc≦0(38)

とな り,XlはAの 多 面 体 の境 界 の点 で あ る の で,(35)

式 に 矛 盾 しな い の は,FSiTX1=0の 場 合 のみ で あ る.

一方 ,点X1がBの 多 面 体 の 境 界上 の 点 の 場 合 を 考 え

る と,同 様 に α=1,β=0に 対 して,

Fs2T(X1-Xc)>0(39)

とな る面FSZTX=0が 存 在 す る必 要 が あ る.こ の とき,

FS2TX1=Fs2T(X1-Xc)+Fs2TXc≧0(40)

とな り,X1はBの 多 面 体 の境 界 の 点 で あ るの で,(35)

式 に 矛 盾 しな い の は,や は りFs2TXl=0の 場 合 の み で

あ る.X2に つ い て も同様 で あ る の で,こ れ は(36)式 に

矛 盾 す るの で,定 理 の前 半 は証 明 され た.

逆 に,あ る分離 面FsTX=0がSAFE(A,Xc)の 境 界

を 決 め る面 で あ る とき,2多 面 体 の いず れ か の境 界 の 同

一 直 線 上 に な い3点 を 含 ま な い と仮 定 す る .こ こで,こ

の面 が2多 面 体 の いず れ か の境 界 上 の点 をXc以 外 に1

点 含 む場 合 は そ の点 をX1と し,そ うで な い場 合 は この

面上 のXcを 除 く任 意 の点 をX1と お く.点Xcを 原 点

と し,2点Xc,Xlを 含 む直 線 がx軸 に な り,面FSTX

=0がxy－ 平 面 に な る様 な座 標 系 を考 え,以 下 この命

題 の証 明 は この座 標 系 で記 述 す る こ とにす る.こ の とき,

(35)式 の 条件 は,

FzTXa>OandFzTXb<O(41)

に な る.こ こに,FzT=(001)で あ る.x軸 を軸 と し

て面FZTX=0を 角 度 θだ け 回転 した とす る と(Fig.21

参 照),こ の直 線 上 に な い面 上 の任 意 の点X2=(x2,y2,

22)は

〓に移動する.こ の2点 間の距離は,

〓(43)

で与 えられる.ま た,仮 定から点X2はA,Bの 外点の
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集 合OUTA,B(Xc)の 要 素 な の で,

ヨδ2;U(X2;δ2)⊂OUTA,B(Xc)(44)

であ る.従 って,〓 とな る様 に θ を

選 べ ば,

∀X2,ヨ θ;｜ θ｜<θ ⇒X2∈OUTA,B(Xc)(45)

とな る.こ こで,面FzTX=0を ±θ回 転 した2面 を

F857X=0,FSkTX=0と す る.こ の とき,(45)式 か

ら,

{X｜Fs/X>0,FzTX<0}⊂OUTA,B(Xc)(46)

{X｜FSjTX<0,FzTX≧0}⊂OUTA,B(Xc)(47)

とな り,回 転 の 軸 上 の 点FsjTX=0,FzTX=0は 動 か な

い の で,(41)式 に注 意 す れ ば,

X∈UA(Xc),FSSTX<0 or X∈UB(Xc),FsjTX>0

(48)

とな る点Xは 存 在 しな い ので,面.FsjX=0は2つ の

多 面 体 の 分 離 面 に な る(Fig.22参 照).面FskTX=0も

同 様 に分 離 面 に な る.と ころ が,⊿X=(⊿x,⊿y,⊿z)に

対 して,

FzT⊿X=⊿z(49)

FsjT⊿X=-sinθ⊿y+cosθ⊿72(50)

FSkT⊿X=sinθ⊿y十cos8da(51)

で あ るの で,任 意 の⊿z≧0な る微 小 変 位 に 対 して,θ

を 十分 小 さ く とれ ばcosθ ≧0だ か ら,

FsjT⊿X=-sinθ⊿y+cosθ⊿z≧-sinθ⊿y(52)

FSkT⊿X=sinθ⊿y+cosθ⊿z≧sinθdy(53)

とな る.従 って,

∀⊿X;FzTdX≧O⇒

FSjT⊿X≧0 or FskT⊿X≧0(54)

が成 立 す る.こ れ は,

{⊿X｜FzT⊿X≧0}⊂

{⊿｜X｜FsjT⊿X≧0　 or　FskT⊿X≧0}(55)

を意 味 して お り,面FzTX=0がSAFE(A,Xc)の 境 界

を決 め る面 で あ る こ とに 矛 盾 す る.以 上 に よ り,命 題 は

証 明 され た.

[定 理3]の 証 明

点Xcに 接 触 して い る の が面 の 内点 の場 合,そ の 多面 体

のXcの 近 傍 に お け る任 意 の境 界 の点 は,Xσ が座 標 系

の原 点 で あ る こ とに注 意 す る と,

〓(57)

と表 せ る.こ こ に,零21,X22は 接 触 面FISTX=0上 の

点 で,X21,X22が1次 独 立,と な る様 な任 意 の2点 で あ

る.こ の とき,あ る面FSTX=0が 分 離 面 に な るた め に
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は,FS1TX=0がAの 多面体の面である場合は,

〓(58)

が必要である.と ころが,こ れらの式から

FsTX21=0,FsTX22=0(59)

とな り,FsTXc=0が 必要なことに注意すると,FS=Fsi

であ ることが分かる.FSITX=0がBの 多面体の面の場

合も同様なので,面 の内点で接触する場合の命題は示さ

れた.

点Xcに 接触 しているのが 稜 の場合,そ の多面体の

Xcの 近傍における任意の境界の点は,

X=(X11 X12)(ε1 ε2)+(X21-X21)(ε3 ε4)(60)

ε1ε2=0(61)

εi≧0(i=1,…,4)(62)

で与 え られ る.こ こ に,Xijは,こ の稜 の近 傍 を(4)

式 の様 に表 記 した とき,

FiTXIl=0, FZTXii>0(63)

FITX12>0, F2TX12=0(64)

F17×21=0, F2TX21=0(65)

Xzi≠Xc(66)

な る様 な任 意 の点 で あ る.こ の と き,あ る面FSTX=0

が分 離 面 に な るた め に は,(59)式 と同様 に,

FsTX2i=0(67)

が必 要 な こ とが分 か る.X21は 稜 上 の 点 だ か ら,こ れ は

分 離 面 が この稜 を 含 む 必要 が あ る こ とを 意味 して い る.

この式 に注 意 す る と,こ の分 離 面 がX21と1次 独 立 な境

界 の任 意 の点Xを 含 む な らば,(60)式 か ら,

FSTX=FTs(X11 X12)(ε1 ε2)=0(68)

とな る.こ の 式 に お い て,FSTX=Oが 分 離 面 で あ る こ と

か ら,一 般性 を失 う こ とな しにFsTX11≧0, FsTX12≧0

で あ り,ε1≧0, ε2≧0に 注 意 す る と,

FSTX11=0ora1=0(69)

and

F2TX12=0ore2=0(70)

とな る.と ころ が,ε1=ε2=0だ と,こ の点XはX81と

1次 従 属 にな っ て しま う.従 っ て,

FsTXi1=0 or FSTX12=0(71)

であ る こ とが 分 か る.以 上 に よ り,分 離 面F8TX=0が

X21と1次 独 立 な 任 意 の点 を 含 む な らばX11ま た はX12

を 必 ず 含 む こ とが 示 され た ので,稜 で接 触 す る場 合 の命

題 は示 され た.

点Xcに 接 触 して い る のが 頂 点 の場 合,そ の多 面 体 の

Xcの 近 傍 にお い て,j番 目(j=1,…,m)の 面 上 の任 意

の点 は,

X(Xjl XJ2)(ε1 ε2)(72)

εi≧0(i=1,2)(73)

と表せる.こ こに,Xj1,Xj2は ゴ番 目の面の点Xcを 端

点 とする2つ の稜上の任意の点で,点Xcと は一致 しな

い点 とする.こ のとき,あ る分離面FSTX=Oが ゴ番 目

の面の任意の点Xを 含むならば,

FsTX=FST(Xj1 Xj2)(ε1 ε2)=0(74)

となり,分 離面であることから一般性を失 うことな しに,

FsTXj1≧0, FsTXj2≧0で あ り,ε1=ε2=0だ と点Xcに

一致 してしまうことから,(71)式 の場合 と同様にして,

F3TXj1=0 or FsTXj2=0(75)

が成 り立つ.以 上により,分 離面FSTX=0がj番 目の

面上の任意の点を含むならばXj1ま た はXj2を 必ず念

むことが示されたので,頂 点で接触する場合の命題は示

された.

[定理4]の 証 明

接触点の集合が物体座標系でP1,P2と 表 される2点 を

端点とする線分であるとすると,こ ゐ線分上の任意の点

か ら受ける拘束は,(18)式,(19)式 よ り,

〓(76)

とな る.こ こで,一 般性を失うことなしに,各 点におけ

る座標系の姿勢はEx,Ey,Ezが 線分上 の全ての点で同

じになる様にとったので,Fsijは 接触によらず一定の値

である.ま た,tは パ ラメータで ある.Ex=(1-t)Ex

+tEx現 等に注意 して,こ れを整理すると,

〓(77)

とな る.各 接触点における拘束条件が和演算を含まない

場合,こ の式は,

〓(78)

とな る.一 方,両 端点に対する拘束条件は,

〓(79)

〓(80)

で与えられ,こ れらの2式 が等価であることから命題の

前半は証明された.命 題の後半は,凸 包の定義から明ら

かである.
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